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Die spezielle Relativitéatstheorie untersucht die verschiedenen Sichtweisen von Beobach-
tern in Inertialsystemen.

Ein Inertialsystem ist dabei ein System, in dem sich kréftefreie Kérper geradlinig und
gleichformig bewegen. Grob gesagt ist es also ein unbeschleunigtes Bezugssystem.

Ein Beobachter beobachtet die Vorgénge aus der Sicht eines Inertialsystems. Er ist ,,im-
mer iiberall“ und bewegt sich mit einer konstanten Geschwindigkeit. Er merkt es also
sofort, wenn etwas passiert und kann die Zeit- und Ortskoordinaten eines solchen FEreig-
nisses ermitteln. Dazu wird ein Zeitpunkt 0 und ein Orts-Koordinatensystem in seinem
Bezugssystem festgelegt.

Im Folgenden werden wir zwei Bezugssysteme A und B betrachten. Die Koordinaten,
die ein Beobachter in A fiir ein Ereignis ermitteln wiirde, bezeichnen wir in der Form
t,x,y,z. Die Koordinaten, die ein Beobachter in B dem selben Ereignis zuordnen wiirde,
kennzeichnen wir mit einem Strich: ¢/,2’,y/,2’. Die Koordinatensysteme von A und B
sollen die selbe Richtung haben. Auflerdem stellen die beiden Beobachter ihre Uhren
und verschieben ihre Zollstocke so, dass beide einunddasselbe Ereignis zur Zeit 0 und
am Ort (0,0,0) messen wiirden.

A bewege sich relativ zu B mit der Geschwindigkeit v in xz-Richtung.

In allen Inertialsystemen gelten die gleichen Naturgesetze. Man kann nicht entscheiden,
ob man sich bewegt. Es wird sogar beobachtet, dass sich Licht im Vakuum in jedem
Inertialsystem unabhéngig von der Quelle mit der Geschwindigkeit ¢ ~ 3-108% ausbreitet
(anders als z.B. ein aus dem Zug geworfener Ball, der je nach Beobachter eine andere
Geschwindigkeit hat).

1 Gegeniiberstellung von klassischer Galileo- und
relativistischer Lorentztransformation

In der folgenden Tabelle stehen die Umrechnung von A- in B-Koordinaten sowohl mithil-
fe der ,,normalen® klassischen Galileotransformation, als auch mithilfe der ,,anormalen*
relativistischen Lorentztransformation.
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In der Relativititstheorie setzt man meistens ¥ = —=— und § = 2.
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Merkregeln: Man kann sich die Formeln schnell wieder selbst iiberlegen, wenn man
noch etwa ihre Struktur kennt. Man sollte sich merken, dass bei ¢ und 2’ immer — Z—;

im Nenner steht. Aulerdem ist das Vorzeichen im Zéhler bei diesen beiden Transfor-
mationen das gleiche (und auch das gleiche wie in der klassischen Transformation von
x').

Wenn man sich nicht sicher ist, kann man ausprobieren, ob fiir kleine Geschwindigkei-
ten die Galileotransformationen rauskommen und ob die Vakuumlichtgeschwindigkeit
konstant ist (wenn man in die Geschwindigkeitsaddition v = ¢ einsetzt, sollte ¢ raus-
kommen).

Natiirlich gelten die Lorentztransformationen auch, wenn man von B nach A transfor-
miert. Dann muss man natiirlich v durch —v ersetzen (also z.B. x = v(2' — t'v)).

2 Zeitdilatation

Angenommen es bewegt sich mit A ein geheimnisvoller kleiner Kasten mit Bildschirm
und einigen Tasten mit. Bei eingelegter SIM-Card klingelt dieser Kasten nun zwei mal
nacheinander. Wir méchten ausrechnen, wie grof3 der zeitliche Abstand 7" des Klingelns
von B aus gesehen ist, wenn wir den zeitlichen Abstand 7" kennen, den A misst.

Die beiden Anrufe haben im Bezugssystem A die ¢- und z-Koordinaten t;,z bzw. ty,x
und im Bezugssystem B die Koordinaten t),z} bzw. t},).

Mithilfe der Lorentztransformationen kann man jetzt leicht ¢ und ¢, ausrechnen:
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v ist grofler als 1, d.h. T" ist grofer als T, d.h. B wartet langer als A.
Aufgabe: Ein Myon bewegt sich von der Erde aus gesehen mit 98% der Lichtgeschwin-
digkeit. Ein ruhendes Myon zerfillt mit einer Halbwertszeit von ca. 1,5-107%. Wie grof3



ist seine Halbwertszeit von der Erde aus gesehen? Se-0T - G4
Dadurch lassen sich Myonen auch noch auf der Erdoberfliche nachweisen, obwohl sie in
10km Hohe erzeugt werden und in einer Halbwertszeit nur ca. 440m weit fliegen.

3 Langenkontraktion

Betrachte einen Stab, der sich mit A mitbewegt und der in Bewegungsrichtung liegt. Er
habe im Bezugssystem A die Lange L.

Nun misst auch B die Linge des Stabes. Dazu kann er zur selben B-Zeit t' das vordere
und das hintere Ende des Stabes orten (wobei sich die ’-Koordinaten z} und z, ergeben)
und dann die Differenz dieser 2’-Koordinaten ermitteln.

Also misst B fiir die Lange des Stabes L' =z, — 2.

Betrachten wir nun die ¢- und z-Koordinaten der Ereignisse, wenn B das vordere bzw.
das hintere Ende des Stabes ortet. Im Bezugssystem B haben diese die Koordinaten
t'.x} bzw. t' .z}, und im Bezugssystem A die Koordinaten ¢,z bzw. ty,z5.

Mithilfe der Lorentztransformation koénnen wir nun z; und x5 berechnen:

zy = y(x] — t'v)

und

Zusammen ergibt sich:
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%y ist kleiner als 1, d.h. L' ist kleiner als L, d.h. B erscheint der Stab, den A dabei hat
kiirzer als A. = Langenkontraktion.

4 Geschwindigkeitsaddition

Die Geschwindigkeitsaddition lédsst sich aus den Koordinaten-Lorentztransformationen
herleiten.

Dazu betrachten wir ein Raumschiff, dass im Bezugssystem von A mit der Geschwin-
digkeit u in x-Richtung fliegt. Weil die Beobachter nicht so gut sehen, kénnen sie das
Raumschiff nur zweimal wahrnehmen, ndmlich dann, wenn der Kapitédn laut schreit.
Die Koordinaten dieser beiden Schreie im Bezugssystem A seien t;,r; bzw. 5,25 und die
im Bezugssystem B seien t},z] bzw. t},),.

Dann misst A fiir die Geschindigkeit:

Lo — X1
to —ty




und B misst: ) .
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Setzt man die Lorentztransformationen ein, so kommt raus:

/:7(I2+t2v)_7($1+t10) _ (9 —x1) + (t2 — t1)v _ Pt _v+tu
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Man kann noch ein paar Plausibilitéitstests machen:
e Wenn man v = 0 bzw. u = 0 setzt, ist v’ gleich u bzw. v.

e Wenn man v = ¢ bzw. u = ¢ setzt, ist v’ gleich ¢, d.h. die Lichtgeschwindigkeit
h&ngt nicht vom Beobachter ab:
, v+c v+c

u = = = C
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5 Relativistische Energie

Die relativistische Gesamtenergie betriigt £ = ymgc?, wobei mg die sogenannte Ruhe-
masse des Korpers ist, d.h. die Masse, die der Korper hat, wenn er sich nicht bewegt.
ymg wird als die relativistische Masse m bezeichnet, d.h. £ = mc?. Die Ruheenergie
Ey ist mgc® (da fiir v = 0 « = 1 gilt). Damit ist die kinetische Energie E};, gleich
E — Ey = (7 — 1)moc?.
Aufgabe: Die Sonne strahlt mit einer Leistung von ca. 3,8 - 10°W. Wie viel Masse
verliert die Sonne pro Sekunde? 30T ¥
Aufgabe: Ein Positron und ein Elektron mit vernachlissigbaren Geschwindigkeiten tref-
fen sich. Beim Zerstrahlen emmitieren sie zwei Photonen in entgegengesetzte Richtungen.
Wie grof} ist die Energie und die Wellenléinge eines Photons? Die Masse eines Elektrons
betriagt 9,1 - 1073'kg. Das Plancksche Wirkungsquantum h betrigt ca. 6,6 - 10734Js.
We 0T %' [p1-01-T'8
Aufgabe: Fe (bestehend aus 26 Protonen und 30 Neutronen) hat eine Kernbindungs-
energie von 8,8MeV pro Kernteilchen. Es gilt m, ~ 938.31\4;’2V und m, =~ 939.6McV.

c2
Berechne die Masse und den Massendefekt von Fe®! SR8T6Y RS 603G

6 Relativistischer Impuls

Es stellt sich die Frage, welche Beschleunigung a ein Korper der Ruhemasse mq erfahrt,
wenn eine Kraft ' auf ihn wirkt. Klassisch gilt bekanntermaflien a = m%? d.h. mod =
5= F |

Auch relativistisch gilt p’= F. Der Impuls erfiillt allerdings p'= mv = ymv.



mo¥
_92

2

Wenn man den Impuls p'= ymov = nach der Zeit ¢t ableitet, erhédlt man also die

Kraft F*:

= D L s L U-a
F=— =~vymya+y"moV - ——
dt YMmoa T+ 7 Mo 2

Wenn die Kraft senkrecht zur Bewegungsrichtung steht, gilt damit:

. F
F=ymyad=a=——
Mo
und wenn die Kraft in Bewegungsrichtung ist, gilt:
- F
F=9"myi=d= 3
Mo

Es gilt also sehr grob gesagt: Ein Koérper mit Ruhemasse m( hat senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung die trige Masse ymg und in Bewegungsrichtung die trige Masse v3m.

Es lédsst sich mithilfe der Formeln fiir die Energie und den Impuls folgende Bezie-
hung herleiten, die als Energie-Impuls-Beziehung bezeichnet wird: E* = E2 + (cp)?
(= (moc®)? + (cp)?)

7 Praktische Tipps

e Man kann sich oft Schreibarbeit sparen, indem man wie in diesem Skript die Sub-
stitutionen 3 = ¥ und v = ﬁ durchfiihrt. Dann gilt 5% + %2 = 1.
T2
e In Aufgaben der Physikolympiade braucht man meistens nicht die Lorentztrans-
formation fiir die einzelnen Koordinaten, sondern vor allem Geschwindigkeitsad-
dition vy = U2 Zeitdilatation At' = yAt, Lingenkontraktion Az’ = %Aw,

—L =2
1+ i227

E = ymyc? und Energie-Impuls-Beziehung E? = E? + (cp)?.

e Im Normalfall muss man erst dann relativistisch rechnen, wenn v > 0,1c ist (fiir
v<0legilt y—1=—= —1<0,6%).

8 Paradoxa

8.1 Das Zwillingsparadoxon

Von den zwei Zwillingen Hans und Sepp fliegt Hans ganz schnell ganz weit weg und
kommt irgendwann wieder zuriick. Beide denken nun aufgrund der Zeitdilatation miisse
der andere viel jiinger sein. Wer hat Recht?

Auflésung: Sepp hat Recht. Nur er darf die Zeitdilatation einfach so anwenden, weil
nur er sich in einem Inertialsystem befindet (Hans muss beschleunigen um von der Erde
weg und wieder zuriick zu kommen!).



8.2 Zeitdilatation?

Hans und Sepp fliegen aneinander vorbei. Aufgrund der Zeitdilatation denken beide vom
anderen, dass bei dem anderen die Uhren langsamer gehen. Wer hat Recht?
Auflésung: Beide! Das ist kein Widerspruch, weil die beiden nicht iiberpriifen kénnen,
wer Recht hat. Dazu miisste einer stehen bleiben, dann befiéinde er sich aber nicht mehr
in einem Inertialsystem.

8.3 Garagenparadoxon

Ein Auto fihrt sehr schnell in eine Garage, die knapp ldnger ist als das ruhende Auto.
Aus der Sicht der Garage passt das Auto wegen der Lorentzkontraktion locker hinein.
Aus der Sicht des Autos passt es aber nicht heinein, da von diesem aus gesehen die
Gerage lorentzkontrahiert ist. Wer hat Recht, das Auto oder die Garage?

Auflésung: Beide bzw. keiner! Dies liegt an der Relativitit der Gleichzeitigkeit.

Die Garage stellt fest: Ich kann das Tor zur Zeit t; bei x; schlieen, wenn zur Zeit t, = t;
bei x5 das Auto durch die Garagenmauer auf der anderen Seite kracht. Aus der Sicht
der Garage finden also diese beiden Ereignisse gleichzeitig statt.

Das Auto sagt aber: Die Garage kann ihr Tor erst zur Zeit ¢} geschlossen haben, nachdem
ich durch die Mauer zur Zeit t,, gefahren bin. Also finden die beiden Ereignisse nicht
gleichzeitig statt. Dies folgt auch direkt aus der Lorentztransformation fiir die Zeit:

VLo v(xy + L) v
té:V(tr?):V(tl—c—z Ay (n-"F) =t

= Auch die Gleichzeitigkeit hiangt vom Beobachter ab.



9 Aufgaben

1. Zeige die Energie-Impuls-Beziehung E? = E? + (cp)? mithilfe von E = ymgc?,
Ey = myc? und p = ymqv!

2. Leite aus F = v®mya fiir F || @ die Formel Ej;, = (7 — 1)moc? her!

3. (eigentlich keine Relativitétstheorie-Aufgabe)

a) Ein sehr weit entfernter (relativ zu dir ruhender) Quasar stofit einen Jet mit
der Geschwindigkeit v aus. Der Jet bewegt sich schrig auf dich zu. Der Winkel
zwischen der Verbindungslinie zwischen dir und dem Quasar und dem Jet
betrégt 6. Wie schnell scheint sich der Jet (senkrecht zu der Verbindungslinie
zwischen dir und dem Quasar) zu bewegen (du beobachtest das ganze mit
dem Teleskop)?

Quasar
v
/0 Jet
Richtung der scheinbaren Geschrwindigkeit
Du
@ S0 % —1
puIsa

b) Wie groff muss ¢ mindestens sein, damit es ein 6 gibt, sodass sich der Jet mit
Uberlichtgeschwindigkeit zu bewegen scheint? A 2

T



4. Ipho 2010 3. Runde (leicht abgewandelt): Es treffe ein Lichtstrahl auf ein Raum-
schiff B, das sich relativ zu A mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung bewegt. A
beobachtet dabei einen Winkel von « zwischen dem Lichtstrahl und der z-Achse
(o < 90° bedeutet, dass der Lichtstrahl aus negativer z-Richtung kommt). B be-
obachtet dagegen einen Winkel von /. Berechne o/ in Abhéngigkeit von «, v und
c.

Von A aus gesehen Von B aus gesehen
Lichtstahl Lichtstahl
a o
x-Achse - x-Achse B
B ~ A

Tipp: Berechne, wie schnell sich der Lichtstrahl von beiden Beobachtern aus ge-
0500 ¢g—1
g —01500

sehen in z-Richtung bewegt! ( > s000IR = 0

5. Compton-Streuung: Ein Photon treffe auf ein ruhendes Elektron und werde von

diesem um einen Winkel ¢ gestreut. Berechne, um wie viel sich die Wellenlédnge
des Photons erhoht!

/
PPhot
PPhot
oton — ﬁD ________ -

/
PElektron

Tipp: Wende Energie- und Impulserhaltung bei dem Stofi an (und benutze fiir
letztere den Kosinussatz), dann benutze die Beziehung E, = cp, = % fiir die
Photonen. Wende anschlieend die Energie-Impuls-Beziehung fiir das Elektron an.

(Ps00 — )5 =YV



6. Ipho 2007 3. Runde: A beobachtet, wie ein von rechts oben kommender Lichtstahl
auf einen senkrechten Spiegel trifft, der sich mit der Geschwindigkeit v nach rechts
bewegt. Der Winkel zwischen dem einfallenden Lichtstrahl und der Horizontalen ist
«. Berechne den Winkel § zwischen dem reflektierten Strahl und der Horizontalen.

0800 gg+.0+1

Fetoson (gg+r) D0 = §

7. Dopplereffekt: Eine Lichtquelle, die Licht mit einer Frequenz von f (in ihrem Be-
zugssystem gemessen) abstrahlt, bewegt sich auf dich zu. Welche Frequenz f” misst

du? % J[. = /JF

8. Sei s = /c2(Al)? — (Ax)? — (Ay)? — (Az)? (wobei At, Az, Ay, Az den zeitlichen
und ortlichen Abstand zweier Eregnisse darstellen). Zeige, dass s nur von den
Ereignissen und nicht vom Bezugssystem abhéngt.



9.

a)

(schwierig) Der Hans befindet sich in einem Raumschiff, das so (in 2-Richtung)
beschleunigt, dass er stédndig sein normales Erdgewicht spiirt (d.h. er misst die
Raumschiffbeschleunigung ¢). Berechne seine Geschwindigkeit in Abhéngigkeit
von der Zeit, gemessen von der Erde (das Raumschiff starte zur Zeit 0 bei
z =0)!

Tipp: Betrachte ein Inertialsystem, das sich zu einer Zeit ¢ mit dem Raum-
schiff mitbewegt! In diesem kannst du die normalen Gesetze der Mechanik
anwenden, solange das Raumschiff in diesem langsam ist. Dann kannst du die
errechnete Beschleunigung in diesem System in das Erdsystem transformie-

ZO
ren. Wﬂ/‘

w0

(schwierig) Berechne seinen Ort in Abhéngigkeit von der Zeit!

) b
(I—;zgﬂ );zx

(schwieriger) Hans fliegt von der Erde weg und kommt danach wieder zuriick.
Dazu wird er zuerst eine Zeit T lang von der Erde weg beschleunigt, dann
2T zur Erde hin beschleunigt und schliellich wieder 7" von der Erde weg
beschleunigt, sodass er immer sein normales Erdgewicht spiirt und am Schluss
(nach 47") zum Stillstand kommt. Wie lange musste Sepp inzwischen warten?

T
Hinweis: [ ﬁdt = ¢ arsinh %
0 V1t

2

—5 [uis

Ol >

¥

10



